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0<u, <f<v,<Met0< ¢y <g< 9Py <M, avec

lim I(vy, —uy) = lim I(¢, —¢y) =0.

n—+oo n——+oo

Donc
UnPn < fg < UnPu,

et les fonctions u, ¢, et v, sont en escalier.
On a alors

0< UnPy — Unpy = Un(ll]n - 4771) "’4711(7771 - un) < M(lpn - (pn) “I‘M/(vn - un)/

et en utilisant la croissance et la linéarité de 'intégrale, on en déduit

b b b
0< /ﬂ (OntP — ttnp) (x)dx < M/a (n — ) (X)dx + M’/a (0n — it (x)dx.

Le théoreme "des gendarmes" montre que la suite | : (VnPn — tnn)(x)dx converge vers
0, donc que fg est Riemann-intégrable.

Si maintenant f et g sont Riemann-intégrables de signes quelconques, les fonctions
f+, —f-, §+, —§- sont Riemann-intégrables et positives, donc leurs produits aussi.

Mais
f=fr+fetg=g++g-,
donc
f8§ = f+8+ + f+8— + f-g+ + f-8-,
est Riemann-intégrable comme somme de fonctions Riemann-intégrables. m

On peut alors donner l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2.63 PROPOSITION (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a, D] et a valeurs réelles.

Ona:
1/2

[ rseond < ([ reras) ([ storar)

De plus, si les fonctions f et g sont colinéaires, il y a égalité dans ().

Démonstration: Les fonctions fg, f2 et ¢ sont des produits de fonctions Riemann-intégrables
donc sont Riemann- intégrable d’aprés ce qui précéde.
Pour tout nombre réel A, considérons I'expression

PO) = I +87) = [ (0f + 87 (x)dx

C’est l'intégrale d'une fonction positive, donc P(A) > 0.
En développant, et en utilisant la linéarité de I,

P(A) = A’I(f?) +2M1(fg) +1(g%).

Si I(f?) # 0, le polyndme P(A) est un trindme du second degré toujours positif, donc
son discriminant est négatif, et

1(fg)* = I(f)1(g%) >0,

on en déduit que
1(f8) | < 1(FA)Y21(g)'2,

ce qui donne I'inégalité voulue.
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Si I(f2) = 0, alors, quel que soit A,
2AI(fg) +1(g%) >0,

(en passant a la limite, A — +o00 puis A — —o0), I'inégalité ne peut étre préservée que si
I(fg) = 0:dans ce cas on a égalité.

Si les fonctions f et g sont colinéaires, et si f n’est pas la fonction nulle, il existe Ay
tel que Agf + ¢ = 0. Dans ce cas P(Ag) = I((Aof + £)?) = 0 est toujours positif mais
s’annule, ce qui signifie que son discriminant est nul. On a alors égalité dans 1'inégalité
de Schwarz.

2.3 Critéres d’intégrabilités
2.3.1 Sommes de Darboux

Dans tout ce qui suit, on se donne une fonction f : [4, b] — R bornée sur un intervalle
compact [a, b].
Pour toute subdivision o = {xp < x1 < --- < x, < x, = b} de [a, ], les nombres :
mp = inf  f(x)

X SHSXje

M= sup  f(x)

X SHSNpepp
existent, dans R (0 < k < n — 1), puisque f est bornée. On pose :

n—1

D_(f,0) =Y m(xps1 — xx),
=

Dy(f,0) =Y Mi(xps1 — Xg)-
=0

D_(f,0) est appelée la somme de Darboux inférieure de f pour la subdivision ¢ et
D, (f,o) la somme de Darboux supérieure de f pour la subdivision ¢.

Ona évidemment D_(f,0) < D, (f, o) Notons que si ¢ et ¢ sont les fonctions en escalier
définies par :

@(x) = my; p(x) = My si, x €]xg, X[, 0 <k <n—1;

et p(xu) = P(xn) = f(xn), alors ¢ < f < et

n—1

I(¢) = Y Mi(xks1 — x¢) = Dy (f,0)
=0
n—1

I(p) = Y m(xp11 — x) = Do (f, 0).
k=0

On a donc encadré f par deux fonctions en escalier ¢ et 1, auxquelles on sait associer
une intégrale. Le probleme est donc de savoir quand on peut rendre la différence Iy, — I,
aussi petite que 1'on veut, ce qui permettra de définir I'intégrale de f. Intuitivement, ce
va étre possible si et seulement si f "n’oscille” pas trop.

REMARQUE
1) Sio C ¢’ i.e. ¢’ est plus fine que o, alors :

D_(f,c) < D_(f,0') < Di(f,¢’) < DL (f,0)

Autrement dit, les sommes de Darboux inférieures croissent (lorsque 1’on raffine les
subdivisions) et les sommes de Darboux supérieures décroissent.
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2) Pour toute subdivision o = {xg < x; < --- < x, < x, = b} de [a, b], et tout n-uplet
&= (Co,...,Cn1) tel que & € [xx, x¢11],0<k<n—1,0na

D_(f,0) <S(f,0,8) <Dy (f,0)

n—1
ou S(f,0,¢) = Y f(&)(xk41 — X) est la somme de Riemann associée a f, o et ¢.
k=0

On va maintenant donner d’autres criteres d’intégrabilités, qui entre autres montre
que l'intégrale d"une fonction Riemann-intégrable peut s’obtenir comme la limite d"une
somme de Riemann (comme pour les fonctions continues ou monotones).

2.66 THEOREME (CRITERES D'INTEGRABILITE)
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

I) f est Riemann intégrable sur [a, b].

II) Pour tout € > 0 on peut trouver un nombre § > 0, pour lequel on a : pour toute
subdivisiono = {a =xp < x; < -+ < x,_1 < x, = b} de [a,b] de pas inférieure & &
et tout n-uplet & = (o, ...,Gn—1) tel que & € [xx, xgo 1] pour toutk € {0,...,n—1},
n—1
la somme de Riemann associée S(f,0,¢) = Y f(&k)(xk41 — Xi) vérifie

[(f) =S(f,0.0) <e.

III) Pour tout € > 0, il existe une subdivision ¢ de [a, b] telle que

0<D+(f,0) =D-(f,0) <e

Démonstration: .

I) = II)Soit M = sup |f(x)|. Soit € > 0. Soient u, et ve des fonctions en
x€[a,b]

b e b
escalier telles que ue < f < v < M et / (ve —ue) < 5 En aura aussi / ue <
a a

b
I(f) < / ve. Soit 0 = {a = xp < x] < -+ < x;_l < x}, = b} une subdivision
a
de [a,b] adaptée a uc et ve. On note par &y = {max }xfﬂ — x} le pas de . On pose
i€{0,...n—1
€
d=min (y, ———+—— | .
' <° 1+8M(p+1))
Soitc = {a =x < x; < -+ < xy,-1 < X, = b} une subdivision de [4,b] de pas

inférieure a d et § = (&o, ..., Cn—1) tel que & € [xx, x¢11] pour toutk € {0,...,n —1}.
Onpose A={ke{0,...,n =1}, {x,x4.1} Noec =D} etB={0,...,p—1} \ A.
Pour k € A, [xg, Xk41] Clxj, xi41] pour un certain i € {0,...,p — 1}, on aura alors

Xkt+1

/xjkﬂ e < f(8k) (X1 —xx) < /Xk Ve
‘f(ék)(xkﬂ Cx) — /xxk+1 f‘ < /xx1<+1 (0 — 1)

k k

et par suite en prenant la somme sur k € A on aura

k+1 k+1 b €
Zf ‘:k xk+1_xk Z/ ‘ / _ue S/ (Ue_ue)éi-
keA a

keA keA
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Pour k € B, ona que |f(&x)(xky1 — xx)| < IM d’otx

"Xk+1

<26M

’f(@k)(xkﬂ — Xg) —/ f

Xk

par suite
Y (@) (i — ) — ) /xm f
keB keB ¥k

ot Card(B) est le cardinal de B.
On remarque qu'un élément p € {0, ..., p} appartienta au plus 2 intervalles [xx, xx11],
aveck € B, Card(B) < 2(p+1), ainsi

Y ) (i1 —x) — ) /

keB keB’*

< 26M.Card(B)

<aoM(p+1) < Mt De

xk+1f €
) S1isM(prD) ~ 2

Finalement, par I'inégalité triangulaire on aura

k+1
+f+ <e€

S(f,0,8) = I(f)] <

Yo f(@) (ke —x) — ) /

X,
k€A ke A%k

Y f(E) (e —x) — ) /

Xk+1 f
keB keB Y Xk

ce qui termine la preuve de I) == II). II) == III) Supposons que l'on ait la
convergence des sommes de Riemann du type précédent. Sil’on se donne € > 0, il existe
une subdivision o = {xp < x1 < --- < x, < x, = b} de [a, b], telle que, quel que soit le
n-uplet ¢ = (8o, ..., Gn—1) tels que & € [xy, xp41],0 <k <n-—1,

1=5(f,0,0)| < 5

D’apres la propriété de la borne supérieure, il existe & dans [xy, xx41] tel que

| ™

€
- < (&) < My.
My ib—a) = f(Gr) < My
Multiplions par x;,1 — xx et sommons les différentes inégalités. On obtient
n—1 n—1 € n—1 , n—1
Y Mi(xpes1 —x6) — ) (X1 —2) < Y F(80) (i1 —xp) <Y Mi(xpes1 — xg),
k=0 =0 4b—a) k=0 k=0

ce qui donne
Di(f,0) - 5 < 8(f,0,&') < D+ (£, 0).

Sil'on prend &' = (&, ..., _,), on a aussi

[1-S(f.0,8)] <

>~ m

Alors
€

1=Di(f,0)| < |1=S(f,0,8) +18(f,0,8) = Di(f,0)| < T+ 5 = 5.

Le méme calcul avec la borne inférieure, va donner également 'existence de é‘,’(’ dans
[Xk, Xp11] tel que
€
me < f(EN <mp+ —-—.
k—f(gk)— k 4(b—a)
Multiplions par x;.1 — x; et sommons les différentes inégalités. On obtient

n—1 n—1 n—1 n—1

Yo (e —x) <Y F(E) (o —x) <Y oo —x) + ) m(xk+1 —Xx),

k=0 k=0 k=0 k=0
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ce qui donne
D_(f,o) < S(f,0,&") < D_(f,0) + Z

1

Sil'on prend " = (Cf, ... ), on a aussi

7on—1
1-5(f,0,8"| < 5.
Alors
[1=D_(f,0)| < [1=5(£,0,&")| +5(f,0,&") = D-(f,0)| < S +5 = 5.
Ainsi

0< Dy (f,0) = D-(f,0) < D+ (f,0) — | + [I = D_(f,0)| <,
ce qui, d'apres le critére des sommes de Darboux, montre que f est Riemann-intégrable.
De plus puisque
D-(f,0) < I(f) < D+(f,0).
On obtient
D_(f,0) ~1<I(f)~I<Di(f,0) 1,

d’oty, pour tout e > 0,

[1(f) = Il <max(|D+(f,o) = I|, ID-(f,0)) = I|) <

N ™

et 'on en déduit que I = I(f).
IIT) = 1) Soit € > 0 et ¢ une subdivision de [a, b] tels que

0<Di(f,0) —D_(f,0) <e.
Notons que si @¢ et P sont les fonctions en escalier définies par :
Pe(x) = my ; Pe(x) = My si, x €]xy, x1[, 0 <k <n—1;
et gc(xn) = Pe(xn) = f(xn), alors e < f < Ye et

I(Ye — ¢c) = Dy (f,0) =D (f,0) <e
d’ol1 f est Riemann-intégrable. n

EXEMPLE. Soit f : [0,1] — R ( la fonction de Dirichlet ) définie par :

1sixeQ
ﬂx)z{ Osiie]R\Q

Comme les ensembles Q et R\Q sont denses dans R, c’est-a-dire que tout inter-
valle réel |x, x'[ avec x < x’ contient au moins un nombre rationnel et au moins un
nombre irrationnel, il estimmédiat que pour toute subdivision ¢ ona alors D_(f,0) =0
et D, (f,0) = 1, le critere III) du théoréme 2.66 n’est pas satisfait; donc f n’est pas
Riemann-intégrable.

2.4 Primitives

Soient a et b des réels, avec a < b, soit f : [a, b] — R une application. Une primitive
de f sur [a, b] est une fonction dérivable F : [a,b] — R telle que F’ = f. Si G est une autre
primitive de f sur [a,b], alors (G — F)) = G' — F/ = 0, G — F est constante sur [a, b].
Dong, toute autre primitive de f sur [a, b] est de la forme F + ¢, ¢ est une constante.

Pour une fonction continue f : [2,b] — R, la fonction F : [2,b] — R définie par
F(x) = [ f(t)dt est une primitive,

Deux questions se posent :
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Une primitive de f existe-t-elle toujours?
Comment généraliser cette notion pour d’autres classes de fonctions que les fonctions
continues ?

Comme condition nécessaire pour l'existence de primitive, on a le fameux résultat de
G. Darboux sur les fonctions dérivées :

THEOREME
Soit F : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors F’ vérifie la propriété des valeurs intermé-
diaires (PVI), i.e. 'image de tout intervalle [, B] C [a,b], F'([«, B]), est un intervalle.

Démonstration: Soient «, B deux points de [, b] avec & < f et A un réel compris entre F/(«)
et F/(B). On va montrer qu’il existe ¢ € [a, B] tel que F'(c) = A. On peut, supposer que
A est différent de F/(«) et F/(B), sinon il n’y a rien a faire. On définie ¢ : [¢, ] — R par
¢(x) = F(x) — A. ¢ est dérivable et ¢’ = F/ — A.
La fonction numérique ¢ est continue sur [«, ] elle est donc bornée et atteint ses bornes.
Supposons F'(a) < A < F/(B). Alors comme ¢'(a) = F'(x) —A < 0, donc ¢
est décroissante au voisinage de &, donc ¢ n’atteint pas son minimum en &, de méme
¢’ (B) = F'(B) — A > 0, donc ¢ est croissante au voisinage de 8, donc ¢ n’atteint pas son
minimum en «, ainsi il existe ¢ €], B[, dans ce cas ¢'(c) = 0 donc F/(«) = A.
Si F'(B) < A < F/(a), le méme argument montre, en remplagant minimum par maxi-
mum, qu’il existe ¢ €]a, B[, dans ce cas ¢’(c) = 0 donc F/(a) = A.
Ainsi, pour tout réel A compris entre F'(«a) et F'(p), il existe ¢ € [, B] tel que F'(c) = A.m

COROLLAIRE
Une fonction f : [a,b] — R admet une primitive sur [a, b] si elle vérifie la propriété des
valeurs intermédiaires (PVI).

EXEMPLE (EXEMPLES ET CONTRES-EXEMPLES). 1) Toute fonction continue sur [a, b], vé-
rifie la propriété des valeurs intermédiaire (PVI) et admet des primitive sur [a, b].

2) Une fonction simple peut ne pas avoir de primitive : la fonction en escalier

=11 550"

a pour image 'ensemble {0,1} qui n’est pas un intervalle, elle ne vérifie alors pas la
propriété des valeurs intermédiaire (PVI) et donc n’admet pas de primitive sur [0, 1].

3) Une fonction "compliquée” peut avoir des primitives : la fonction f : [0,1] — R
définie par

[ 2xsinl —cosi six€]0,1]
f(x)_{o i T osix=0

a pour primitive sur [0, 1] la fonction

_J x*siny  six €]0,1]
F<x>_{ 0 six=0

On remarquera que f n’est pas continue en 0, mais elle est Riemann-intégrable, car
elle est est bornée et continue sur ]0, 1] (voir Proposition 2.56).
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4)

5)

Un exemple de fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires et qui n’ad-
met pas de primitive, est obtenu en modifiant tres légerement la fonction précédente

en posant :

2(x) _{ 2xsini —cosl six €]0,1]

% six =0

La fonction g ne peut admettre de primitive. Si on suppose que g, admet sur [0, 1] une
primitive G, la fonction G — F serait une primitive de g — f, ce qui ne peut pas étre le
cas puisque

0 six€]0,1]

I six=0

=N ={

ne vérifie pas la propriété des valeurs intermédiaires.

Une fonction non-intégrable au sens de Riemann peut avoir des primitives : la fonc-
tion f : [0,1] — R définie par :
2xsin & — 2cos L six €]0,1]

= x X x /

fx) {0 six=0
"est bornée ( li f<1> o) is ell imitive la fonction a
n’est pas bornée ( lim ——— | = —c0), mais elle a une primitive la fonction a

p n——+4o00 A /2k7—[ p

savoir

[ F(x) =x%sind;  six €]0,1]
Flx) = { 0 T osix=0
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